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§ 1. Stellung der Aufgabe. 

Durch das elliptische Integral erster Gattung 

c 
,— , k reell, positiv und < 1, 



oder durch seine Umkehrung, die elliptische Funktion 

(2) £ = I + ^ iy = «n (w + 1 v) = snWy 

ist das Innere eines beliebigen Periodenrechteckes der i(?-Ebene 
eindeutig und im allgemeinen konform auf die zweiblättrige Rie- 
raann'sche Fläche der Variabein £ bezogen. Als Ecken des 
Periodenrechteckes können wir die Punkte 

(3) w = 3 K± iK\ — K±i K' 

wählen (Fig. 1), wenn iK und 2iK' die Perioden der doppelt- 
periodischen Funktion (2) bezeichnen ; wenn also 





K' 



Ji 



1 

di 



(1 - n (1 - /c'2 g'^) 



und 

7.2_1 7,'2_ 



Die Gerade u ^= K und die Axe der reellen Zahlen der 
lü-Ebene zerlegen das Periodenrechteck der ?(;-Ebene in vier 
kleinere Rechtecke. Bei der genannten Abbildung entspricht 
einem Halbblatt der ^-Fläche je eines dieser kleinen Rechtecke: 
die beiden Rechtecke links von der Geraden it = K dem obern, 
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die rechts dem untern Blatte; in den Rechtecken links oben 
und rechts unten ist rj^ der imaginäre Bestandteil von 5, positiv, 
in den andern negativ. Die Parallelen zu den Koordinatenaxen 
der if-Ebene gehen in die Siebeck'schen^) Kurven der g-Ebene 
über, in Kurven vierten Grades, die man als sfereographische 
Projektion von. Scharen konfokaler sphärischer Kegelschnitte 
und als drittes fundamentales System ebener algebraischer Iso- 
thermen ansehen kann. 

Um die Aufgabe, welche in vorliegender Arbeit gelöst ist, 
zu formulieren, teilen wir das Periodenrechteck durch ein. System 
von (2 n) zur Axe der rein imaginären Zahlen parallelen Geraden 
in (2 n) Rechtecke ein, die unter der Voraussetzung, dass je zwei 
unmittelbar aufeinander folgende Teilungslinien den Abstand 

2K 

besitzen, alle kongruent sind. 2) (Dabei wird in der Regel det 
Streifen zwischen der Geraden u^= — K und der letzten Teilungs- 
linie links mit dem Streifen zwischen u=^dK und der letzten 
Teilungslinie rechts zu einem Rechtecke ergänzt werden müssen.) 
In gleicher Weise kann ein System von Parallelen zur Axe der 
reellen Zahlen eine derartige Zerlegung des Periodenrechteckes 
bewirken. Jetzt stellen wir uns die Aufgabe, das elliptische 
Integral (1) durch eine algebraische Funktion der Variabein l, 

(4) ^=/(g). 

so zu transformieren, dass die Umkehrungsfunktion des trans- 
formierten Integrales,^) 

(5) z = sn lüj 

eines der kleinern Rechtecke konform und eindeutig auf eine 



^) Siebeck: Über eine Gattung von Kurven vierten Grades, welche mit den 
elliptischen Funktionen zusammenhängen. Journal für reine und angewandte Mathe- 
matik, Band 57, p. 359—370; Band 59, p. 173—184, 

2) Dyck: Über Aufstellung und Untersuchung von Gruppe und Irrationalität 
regulärer Riemann'scher Flächen. Mathematische Annalen, Band 17", p. 473 — 509. 

^) Natürlich sind die Perioden der Funktion (5) andere als die von (2). Um 
die • Bezeichnung nicht schleppend zu machen, fügen wir nicht die Perioden dem 
Argument bei, sondern wählen das neue Funktionszeichen „sn". 
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Ebene abbildet und fragen alsdann nach dem Bereiche, der dem 
ganzen Periodenrechteck entspricht. 

Unsere Aufgabe ist also eine doppelte: 

Zuerst bestimmen wir die Funktion (4), die das 
elliptische Integral wieder in ein solches überfuhren soll. Ge- 
lingt uns dies, ^o haben wir mit Hülfe der konformen Abbil- 
dungen eine Aufgabe gelöst, die in Jacobi's „Fundamenta nova 
theoriae functionum ellipticarum" als Transformation des el- 
liptischen Integrales analytisch behandelt wird. 

Dann werden wir die konformen Abbildungen be- 
trachten, welche vermittelt werden, einerseits durch die ellipti- 
schen Funktionen ^^r=snw und z = snio, andererseits durch die 
algebraische Funktion z =/(5). Was die Abbildungen durch die 
letzte Art von Funktionen, also durch algebraische Funktionen 
betrifft, so sind sie, wenn nicht geradezu undurchführbar, doch 
meistens umständlich und schwierig. Denn greifen wir irgend 
eine der Funktionen (4), z. B. die Funktion (V) auf Seite 42 
heraus und versuchen^ die zwischen den beiden Variabein z und 
£ bestehende algebraische Abhängigkeit rein algebraisch aufzu- 
klären, so stossen wir bald auf unübersichtliche Rechnungen. 
Hier soll nun gezeigt werden, wie man die Eigen- 
schaften dieser und anderer einfacher algebraischer 
Funktionen, die bei der Transformation elliptischer 
Integrale auftreten, auf einem zwar indirekten, aber 
überaus leichten Wege finden kann. (Siehe Schluss 
von § 6.) 

Die Beschaffenheit der Funktion (4) hängt ab von der Art 
der Einteilung des Periodenrechteckes, und zwar sowohl von 
der Anzahl der parallelen Geraden, welche die Einteilung be- 
w;irken, als auch von der Lage, welche diese Linien der Be- 
grenzung des durch die Punkte (2) gegebenen Rechteckes gegen- 
über einnehmen. Wollen wir also die Untersuchung nicht all- 
gemein führen, so können wir die Aufgabe nach diesen beiden 
Richtungen hin specialisieren. Wir thun dies, indem wir uns 
darauf beschränken, die Fälle n = 2 und n --— 3 unter der Vor- 
aussetzung durchzuführen, dass die Seiten w — — K und i* = 3 AT 
des alten Rechteckes entweder mit zu der Begrenzung der neuen 
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Rechtecke gehören oder Mittellinien derselben sind. Kombinieren 
wir die verschiedenen Möglichkeiten, die sich auch noch in der 
enger gefassten Aufgabe darbieten, in geeigneter Weise, so er- 
halten wir die vier folgenden Transformationen: 

1. Erste Transformation zweiten Grades: ?i = 2; 
die Teilungslinien sind parallel zu der Axe der rein imaginären 
Zahlen ; die vertikalen Seiten des Periodenrechteckes sind Mittel- 
linien der neuen Rechtecke (§ 2). (Tafel I.) 

2. Zweite Transformation zweiten Grades: Wie (1), 
nur mit dem Unterschiede, dass die Teilungslinien parallel zur 
Axe der reellen Zahlen verlaufen (§ 3). (Tafel IL) 

3. Transformation vierten Grades: Verbindung der 
beiden Transformationen zweiten Grades (§ 4). (Tafel III.) 

4. Transformation dritten Grades: n = S; im Ueb- 
rigen wie (1) (§ 5). (Tafel IV.) 

Sind einmal diese Transformationen besprochen, dann über- 
sehen wir leicht, wie sich die Verhältnisse allgemein ge- 
stalten. (§ 6.) 

Anmerkung. Die dritte Transformation zweiten 
Grades behandeln wir hier nicht. Weil nämlich die Teilungs- 
linien nicht parallel sind zu den Seiten des Periodenrechteckes, 
niüssten wir ganz anders zu Werke gehen als bei den sonst 
behandelten Transformationen . 



§ 2. Die erste Transformation zweiten Grades. 

Die parallelen Geraden, welche das Periodenrechteck ein- 
teilen, sind (Fig. 1): 

,,. K K SK bK 

(1) u = — Y' ^ ~ T' ^* ^ ~2~' ^^ ^ ~2~' 

Das Rechteck zwischen je zwei aufeinander folgenden Linien 
soll durch das transformierte Integral auf eine Ebene, der in 
Figur 1 schraffierte Bereich also auf eine Halbebene abgebildet 
werden. Die Funktion 

(2) z =/«) 
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muss somit das gegebene Integral so transformieren, dass die 
Umkehrung des transformierten Integrales 

(3) z = sn V) 

auf der Begrenzung des schraffierten Rechteckes nur reelle Werte 
annimmt. Ist dies wirklich der Fall, so kann das Rechteck über 
seine Seiten hinaus mittelst des Prinzipes der Spiegelung analy- 
tisch fortgesetzt werden, und zwar so, dass Punkten, welche 
symmetrisch liegen inbezug auf eine der Rechteckseiten, kon- 
jugiert komplexe Werte der Funktion entsprechen. Spiegeln 
wir das schraffierte Rechteck an der Axe der reellen Zahlen, 
so wird das zwischen 

gelegene Rechteck auf eine Ebene abgebildet, und setzen wir 
dieses Rechteck nach links und rechts dreimal analytisch fort, 
so wird das Periodenrechteck einfach und lückenlos überdeckt. 
Die dieser Transformation entsprechende Riemann'sche Fläche 
der Variabein z ist vierblättrig. 

Zur Bildung der Funktion (2) ist die Kenntnis ihrer Null- 
stellen und Pole nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. 
Denn ist z ^^fi (S) eine Funktion mit denselben Nullstellen und 
denselben Polen, so ist der Quotient beider Funktionen, 

eine überall endliche Funktion der Fläche (/ und/^ sind Funk- 
tionen der Fläche), also nach einem Satze von Liouville not- 
wendig eine Konstante. Diese dürfen wir vernachlässigen, da 
sie ja nur eine Aehnlichkeitstransformation bew^irkt. 

Die Nullstellen der Funktion (3) sind die Punkte 

(4) w == 0, ± Z^, 2 J^. 
Bei der Abbildung 

(5) g = Sil IC 

fallen der erste und letzte mit dem Nullpunkte der g-Ebene zu- 
sammen ; dagegen ist g -- sn j^ ^ + 1 und g -- sn (— ^) -= — 1 , d. h. 
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Die F^unkdon (2) besitzt die Punkte £=- + 1 zu 
Nullstellen erster, den Nullpunkt der g-Ebene als Null- 
stelle zweiter Ordnung. (Die Ordnungszahl ist hier und im 
folgenden immer inbezug auf die Riemann'sche Fläche genommen.) 

In gleicher Weise lassen sich die Pole der Funktion (2) 
ermitteln. Die Unendlichkeitspunkte von (3) sind 

(6) iv=-iK',±K-\-iK\2K-\-iK\ 

Beim Übergang zur g-Ebene fallen der erste und letzte mit dem 
unendlich fernen, die beiden andern mit den Punkten 5 — +t 
zusammen. Also : 

Die Funktion (2) wird in den Punkten S = +i: je 

von der ersten, in J: = oo von der zweiten Ordnung un- 
endlich gross. 

Den beiden Bedingungen genügt die Funktion 



W . = 5)/y^ 



-r 



U' t' 



Damit haben wir ein erstes Resultaj: gewonnen, das für 
die konformen Abbildungen oder für die Transforpiation der 
elliptischen Integrale so ausgesprochen werden kann: 

Transformiert man das elliptische Integral (§ 1, 1) 
durch die Funktion (I), so bildet die dem transfor- 
mierten Integral entsprechende elliptische Funktion 
das ursprüngliche Periodenrechteck konform und ein- 
deutig auf eine vierblättrige Riemann'sche Fläche ab. 

Das elliptische Itltegral wird durch die alge- 
braische Funktion (I) wieder in ein elliptisches Integral 
übergeführt. 

Um die gegenseitige Beziehung der «^-Ebene, der zwei- 
blättrigen Riemann'schen Fläche £ und der vierblättrigen Fläche 
der Variabein z genauer kennen zu lernen, bestimmen wir zu- 
nächst die Verzweigungspunkte der letztern. Es kann dies 
auf zwei Arten geschehen, je nachdem man die Punkte auffasst 
als Verzweigungspunkte der Umkehrungsfunktion von (I), also 
als Verzweigungspunkte der Funktion 
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(7) g = ^|/i + Ä« 2« + V(i + k^ z^r - 4 z\ ■ 

oder aber als die den Ecken der Rechtecke der lü-Ebene ent 
sprechenden Punkte der z-Ebene. Schlagen wir den ersten Weg 
ein, so berechnen wir den Differentialquotienten von (I), setzen 
ihn. gleich Null, bestimmen die Wurzeln dieser Gleichung und 
mit (I) die Funktionswerte in den Wurzelpunkten. Führt man 
dies aus, so kommt: 



^^ cH (1 - A;2 H' f l -i^ ' 

welcher Wert nur verschwindet für die Punkte 

wenn man von der Relation k^-{-k'^=l Gebrauch macht. Da- 
mit werden die Verzweigungspunkte der z-Fläche 

(10) z = ±YA^±k'). 

Der zweite Weg, auf dem man zu den Windungspunkten 
der 25-Ebene gelangen kann, besteht darin, dass man mit g = 
sn 10 die Punkte der £-Ebene sucht, welche den Ecken der Recht- 
ecke entsprechen, und dann wie vorher von der g- zur z-Ebene 
übergeht. Es ist, wenn man von der Formel 

(11) sn{w + iK') = -\-r^^ 

Gebrauch macht: 
c, K 3 ü: 1,1 .1-^ w 



Jcsuy 



Dass die Punkte (10) Vezweigungspunkte erster Ord- 
nung sind, erkennt man, indem man z\ den zweiten Differential- 
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quotienten von (I), bildet und sich überzeugt, dass er für die 
Punkte (9) nicht verschwindet, oder, indem man berücksichtigt, 
dass beim Uebergang von der t^-Ebene zur z-Ebene eine Ver- 
doppelung der Winkel in der Umgebung dieser Punkte statt- 
haben muss. Auch lehren Reihenentwickelungen von (7) in der 
Umgebung der Punkte (10) das nämliche. — Zur Abkürzung 
setzen wir (Fig. 3): 

und bezeichnen die diesen Punkten entsprechenden Punkte der 
ir-, bezw. g-Ebene (Fig. 1 und 2) mit A^ jB, C, Z>, fugen aber 
später je zwei Indices hinzu, welche anzeigen, welche Blätter in 
den betreffenden Punkten der ^-Fläche zusammenhängen. End- 
lich legen wir noch die Verzweigungsschnitte der z-Ebene 
von A nach B' und von C nach D\ 

Nun soll untersucht werden, wie die vier Blätter der 
z-Fläche in den Verzweigungspunkten, untereinander 
zusammenhängen und wie die einzelnen Gebiete der 
Bereiche der drei Variabein iv, z und g konform auf- 
einander abgebildet sind. Ein besonderes Interesse bietet 
die Beziehung zwischen der zwei- und der vierblättrigen Rie- 
mann 'sehen Fläche. 

Auch hier führen zwei verschiedene Wege zum Ziele: 
Entweder betrachtet man zuerst die Transformation z = mw und 
vergleicht die gefundenen Resultate mit denjenigen der Abbil- 
dung ^ = s7iw] oder man untersucht zunächst die durch die 
Funktion z=f{'^) vermittelte konforme Abbildung und geht 
rückwärts von der z- Fläche zur if?-Ebene. Wir führen die Un- 
tersuchung nach beiden Methoden durch. Dabei wird sich die 
in § 1 aufgestellte Behauptung, dass der erste Weg der be- 
quemere sei, bewähren. 

I. Der transzendente Weg. — Wir fragen vor Allem, 
welche Kurven der beiden Flächen z und t den Seiten 
und Mittellinien der einzelnen Rechtecke entsprechen. 
Der Strecke — K - - - - - - - SK auf der reellen Zahlenaxe der 
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i6--Ebene ist in jedem Blatte der ^-Fläche die Strecke — ' 1 . . . . 

• hl) in jedem Blatte, der z-Fläche die Strecke D'- • • • • • -4' 

zugeordnet. Die Gerade v = K' bildet sich auf die Linien ß • • • 
<x> ' ' ' C in der g-Ebene (zweifach), auf B' • • • ao • • • C' in der 
z-Ebene (vierfach) ab. Die Gerade w = und u = 2K gehen in 
beiden Flächen in die imaginäre Axe, und die Geraden w ^ + -^ 
in die Verzweigungsschnitte der g-Fläche und wiederum in die 
imaginäre Axe der ^-Fläche über. Den Geraden (1) entspricht 
eine, in beiden Blättern verlaufende Siebeck'sche Kurve der 
g-Fläche, deren Gleichung in diesem speziellen Falle die einfache 
Gestalt annimmt 

(12) k"^ (^2 ^ ^2)2 _ 2 (ga _ ^2) _u 1 _ 0. 

In der z-Fläche gehen die genannten Geraden in die Verzwei- 
gungsschnitte über. Endlich blieben noch die Kurven zu finden, 
welche den Geraden 

(13) t, = ±f^ 
zugehören. In der g-Ebene ist der Kreis 

(14) 1* + ^« = -! 

das Bild dieser Linien. Um die Gleichung der Kurve aufzustellen, 
in welche dieser Kreis bei der durch (I) vermittelten konformen 
Abbildung übergeht, führen wir Polarkoordinateh ein und setzen 

(15) C-| + iij = 9«*^, 

(16) z=x-\-iy= re»"^. 
Dann folgt aus (I) 

Setzen wir nun q =z —^ so geht diese Gleichung über in 

^ — V H~ 2 ^ ^ V == TT71 T-^-ui: ; 

2 2 o- ke-^iy — e-^^y 
X" — ir — Zixy =^ -TTT^ 1 — T^Tirr- 
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Multiplizieren wir diese Gleichungen, so kommt 

(x^ — vn^ -h4tX^y ^^ — r ^^ ' -r 



(x' + yr = 



1 



A:* 



(17) ^2 + .y2__l_. 



Da dieses Resultat für die Entwickelungen von § 4 wesent- 
lich ist, sprechen wir den Satz aus: 

Bei der durch die algebraische Funktion (I) ver- 
mittelten konformen Abbildung der g-Ebene auf die 
2-Ebene geht der Kreis (14) über in den Kreis (17); 
oder : 

Bei der durch das transformierte Integral ver- 
mittelten konformen Abbildung der vierblättrigen Rie- 
mann'schen Fläche z auf das ursprünglich gegebene 
Periodenrechteck der zü-Ebene entsprechen dem Kreise 
(17) die Mittellinien (13). 

Die Koordinatenaxen der ?6'-Ebene und die Parallelen zu 
denselben zerlegen das Periodenrechteck in 32 kongruente Recht- 
ecke. Auch jede der beiden Flächen wird durch die diesen 
Linien entsprechenden Kurven in 32 Untergebiete geteilt; und 
wenn wir erst die Blätter der 2-Fläche definiert haben, dann 
können wir angeben, in welcher Weise sich die Untergebiete 
der drei Bereiche entsprechen. 

Wir definieren: ^ 

Als erstes Blatt der 2;-Fläche bezeichnen wir dasjenige, 
welches dem zwischen die Parallelen 

u - ± -^ 

eingeschlossenen Rechteck entspricht. Ueberschreitet tv in irgend 
einem Punkte die Gerade A -ß, kommt also dadurch in ein an- 
deres Rechteck, dann passiert z die Uebergangslinie A' B* und 
gelangt in ein neues — in das zweite Blatt. (Beschreibt iv z.B. 
eine der Mittellinien (13), so schreitet z auf dem Kreise (17) 
fort). In Ä und B' hängen somit Blatt 1 und 2 zusammen, was 



— 15 — 

wir in der ir-Ebene dadurch andeuten, dass wir den Buchstaben 
Ä und B die Indices 1 und 2 beifügen. Führen wir w über die 
Seite CD aus depi ersten Rechteck in ein neues, so begiebt sich 
z über die Uebergangslinie CD' in das dritte Blatt der Rie- 
mann'schen Fläche. C' D' verbindet also das erste mit dem 
dritten Blatte. Wandert w aus dem zweiten Rechteck über CD 
hinüber, so schreitet z über C' D' ins letzte, ins vierte Blatt. 
In C' D' hängen das zweite und vierte Blatt zusammen. Ueber- 
schreitet to die Seite A J5, so passiert z die entsprechende Ueber- 
gangslinie und erreicht das dritte Blatt. Längs ^1' B' findet 
ferner ein Zusammenhang zwischen Blatt 3 und 4 statt. 

Um die Riemann'sche Fläche der Variabein z zu 
konstruieren, legen wir vier längs A'B' und CD' einge- 
schnittenen Ebenen aufeinander und heften zusammen 

längs AB' das 1. und 2., das 3. und 4. Blatt; 
f^' 71' ^ ^^ 9 1 

Die 32 Gebiete des Rechteckes und der vierblättrigen 
Fläche entsprechen sich, wie in den Figuren 1 und 3 zu sehen 
ist. Nützlich ist bei dieser Zuordnung die frühere Bemerkung, 
dass man das Prinzip der Spiegelung inbezug auf jede Recht- 
eckseite anwenden kann. Damit ist aber auch die Beziehung der 
beiden Riemann'schen Flächen vollkommen aufgeklärt. Denn 
stellen wir die gefundenen Resultate der Abbildung z = snic 
denjenigen von g = sn tc gegenüber, so können wir in jedem 
Gebiet der Fläche g das ihr entsprechende Gebiet der 2-Fläche 
bezeichnen (Fig. 2). 

Beschreibt to die beiden Mittellinien (13), dann durchwan- 
dert g den Doppelkreis (14), z dagegen den vierfachen Kreis 
(17) genau einmal. 

II. Die zweite Methode zeigt, in welche Beziehung die 
beiden Riemann'schen Flächen durh die Funktion (I) gesetzt 
werden, ohne von den durch die elliptischen Integrale vermittel- 
ten konformen Abbildungen beider Flächen auf das Perioden- 
rechteck Gebrauch zu machen, sie behandelt die Irrationalität (I) 
oder deren Umkehrung (7) direkt. 

Wir bestimmen die Verzweigungspunkte von (I). Es sind 
die Punkte 

(18) i:-±i, ±^- 
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Im Nullpunkt und im unendlich fernen Punkt der g-Ebene fallen 
die beiden Werte der Quadratwurzel jedesmal zusammen. Trotz- 
dem sind diese Punkte keine Verzweigungspunkte. Für £ = 
sieht man dies so ein. Wenn g diesen Punkt überschreitet, so 
hat sowohl g wie die Quadratwurzel eine bestimmte stetige 
Fortsetzung; denn g ist eindeutig und die Quadratwurzel kann, 
wenn sie eine stetige Funktion sein soll, nicht plötzlich von +1 
in — 1 übergehen. Das Produkt von g und der Wurzel, die 
Funktion (I), ist also im Nullpunkt nicht verzweigt. Der Fall 
g = oo wird durch die Substitution g'—g"^ auf diesen zurückge- 
führt. — Ferner sind die Zweige von (I) zu definieren. 
Wir sagen: In dem reellen Punkte ^qi so gelegen, dass 

< ^, < 1, 

sei der erste Zweig positiv, der zweite negativ. 

Wie werden die Axen der einen Fläche auf die 
andere abgebildet? 

Wir lassen £ stetig wachsen, von ausgehend, durch alle 
reellen Zahlen, nach oo, und von hier durch die Halb-Axe der 
negativ reellen Zahlen nach zurückkehren. Die beiden Zweige 
sind allsdann reell oder rein imaginär, je nachdem Zähler und 
Nenner des Radikanden gleiche oder verschiedene Vorzeichen 
haben. Ersteres ist der Fall für das Intervall 

— 1 -1-1 und -+- T- ^ r-1 

k k 

letzteres für 

— — . . • — 1 und +1 + -^• 

Vorläufig verfolgen wir nur den ersten Zweig Zi . Für g = ist 
j2i=0. Wenn g wächst, so wächst auch z^. Für g=l verschwin- 
det Zi wieder. Zwischen g = und £=1 findet sich also min- 
destens ein Punkt, für. welchen Zj ein Maximum wird. Dies 
kann nur in einem Verzweigungspunkte der 2-Ebene geschehen, 
Dass die F'unktion z{i) in dem genannten Intervall nur in einem 
Punkte ein Extrem wird, mit andern Worten, dass auf dieser 
Strecke nur ein Punkt liegt, der einem Verzweigungspunkte der 
z-Ebene zugeordnet ist, folgt aus dem Umstände, dass der Dif- 
ferentialquotient (8) für keinen andern Punkt zwischen und 1 
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verschwindet. Im Intervalle 1 ^ ist Zj positiv rein imaginär 

und wird für £ = -^ unendlich. Verfolgt man in der angedeu- 
teten Art die beiden Zweige, so findet man folgende Tabelle, 
in welcher das obere, bezw. untere Vorzeichen von und oo 
die .Halbaxen angeben, auf den sich z dem betreffenden Punkte 
nähert, bezw. sich von ihm entfernt: 



K 


+ 


+ &-'Vl-Ä;' 


^1 


+ 


+ &-«(! -- ^') 


1 ^2 - 


_0 

1* 


i-*a -^0 


fc-'Vl + Ä;' 


«1 


1» 


fc-^l +'fc') 


«3 


+* 


+ r * (1 + Ic) 



+ 1 

+ i ^ 



zjo 



+ /■ 

+ 1 

— i 

— 1 



QID 



GO 



r.-i 



— 1 



+ 1 
+ i 



GC 



QO 



-^1 



4- Ä:-2 (1 4- U) 
- Ä:;'^ (1 + i') 

+ &-2(l-Ä:') 



QO 



QC 



QO 



-0 
-0 



Die Verzweigungspunkte der neuen Fläche und ihre Bilder 
auf der andern Fläche sind alle reell. Daher liefert diese Be- 
trachtung ein vollständiges Bild der Verzweigung der 
beiden Ebenen: Beim- Uebergang von der g-Fläche zur z- 
Fläche werden die Winkel in der Umgebung der Punkte 

1 



£-±1, ± 



k 



halbiert, in der Umgebung von 

dagegen verdoppelt; erstere sind also Verzweigungspunkte von 
(1), letztere von (7). — Das Bild der Axe | = ist die zweifach 
zu zählende imaginäre Axe der g-Ebene. 

Wir fassen zusammen: 

Die Koordinatenaxen der g-Ebene verwandeln sich 
bei der durch (I) vermittelten konformen Abbildung in 
die vierfach zu zählende Axe der imaginären Zahlen 
und in die ebenfalls vierfach zu zählenden Strecken 
i?' • . . . Ä und ^' OD C (Fig. 3). 

Anders verhält es sich mit den Axen der z-Ebene. Da 
den Punkten der beiden Strecken Ä B* und C D' keine reellen 
Punkte der ^-Ebene entsprechen, muss die Funktion (1) für ge- 

2 
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wisse komplexe Werte des Argumentes reell werden. Dies ist 
z. B. der Fall — wir werden zeigen, dass es sonst nie eintritt — , 
wenn die Quadrate der beiden Faktoren von (I), 

(19) g* 

und 

(20) ^~^* 



1 — fc« C« 



konjugiert komplex sind. Um zu untersuchen, für welche Punkte 
der g-Ebene solches statt hat, setzen wir £ = S4-ij7, trennen in 
beiden Ausdrücken Reelles und Imaginäres, setzen den reellen 
Bestandteil von (19) gleich dem reellen Bestandteil von (20), den 
rein imaginären Bestandteil von (19) gleich dem mit (— 1) mul- 
tiplizierten rein imaginären Bestandteil der Funktion (20). Auf 
diese Weise finden wir, dass (19) und (20) konjugiert komplex 
sind in allen Punkten {^.rj)^ die den beiden Gleichungen ge- 
nügen : 
(2U t2 _ ^2 _. fc« (1^ + ^T - (^' - rj') (1 + fe') + 1 ^ • 

22^ 1 = ^' 

Reduzieren wir die Gleichungen (21) und (22) auf Null, so 
können wir zeigen, dass sich die linke Seite der ersten Gleichung 
in zwei Faktoren zerlegen lässt, von denen der eine gleich der 
linken Seite der zweiten Gleichung ist. Es kommt: 

(23) (Ä;^g2-A:2r;2-l)(P|* + Ä;Vy* + 27c2^r/-2|2 + 2ry2 + l) = 0, 

(24) (&2^^ + pry* + 2i"|^;2_2|2 + 2i^2 + i)_o. 

In den Punkten der Kurve, welche durch Gleichung 

(24) gegeben ist, sind die Faktoren (19) und (20) kon- 
jugiert komplex, 2^ positiv reell, z positiv oder negativ 
reell. (Auf der gleichseitigen Hyperbel k^ ^^ — k"^ 7]^ = 1 sind die 
reellen Bestandteile der Faktoren gleich, die imaginären beliebig). 
Die Kurve vierten Grades, welche hier auftritt, ist bekannt unter 
dem Namen Cassini'sche Kurve; wir geben der Gleichung 
die Form 

(25) k' (|2 + r/)2 _. 2 (^2 _ ,.2) _|_ 1 _ 0. 



s 

I' 

r 



r 
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Die Schnittpunkte dieser Kurve mit der reellen Zahlenaxe, i? = 0, 
sind 

also wieder die den Verzweigungspunkten der «-Ebene entspre- 
chenden Punkte (9). Wegen der in diesen Punkten stattfinden- 
den Reduktion der Winkel der «-Ebene schneidet die Kurve die 
Axe fi = rechtwinklig. Beschreibt £ eines der beiden 
„Ovale", aus denen die Kurve besteht, so beschreibt auch z eine 
geschlossene Linie, die sich aber auf die Doppelstrecke A' B' 
oder Cd' zusammenzieht. Wir können also den zuletzt ausge- 
sprochenen Satz vervollständigen und sagen: 

Der reellen Axe y = entspricht in jedem Blatt der 

g- Fläche die Strecke —1 4-1» +-^ Q© 

— -j- und die Cassini'sche Kurve, der imaginären Axe 
x = die imaginäre Axe | = und die Verzweigunors- 
schnitte +1 ~^i7' 

— — IC 

Damit ist auch klar, dass z in keinen andern Punkten 
reell ist. 

Legen wir die Verzweigungsschnitte der «-Ebene von A' 
nach B' und von C* nach D\ dann sind die Cassini'schen Kurven 
der beiden Blätter den Uebergangslinien der «-Ebene zuge- 
ordnet. Um nun zu zeigen, wie die -Blätter der «-Fläche diesen 
Linien entlang zusammenhängen, müssen wir die Blätter zuerst 
definieren. Im Grunde ist es ganz gleichgültig, wie das ge- 
schieht; doch wollen wir die Nummerierung so einrichten, dass 
sie übereinstimmt mit derjenigen der ersten Betrachtung. 

Sei P' ein Punkt der reellen Axe der «-Ebene, so gelegen, 
dass 0<P' < A, In diesem Punkte sind die vier Werte der 
Funktion (7) der auf Seite 17 aufgestellten Tabelle gemäss reell 
und fallen in die Strecken • • • • -4, 4 • • • • 1 im ersten, • • • • ^, 
^ ••••(— 1) im zweiten Blatte der Fläche g. Nun sagen wir: 
Als ersten Wert der Funktion g für z = P' bezeichnen wir den- 
jenigen, der in das Gebiet der g- Fläche fallt, welches bei der 
Abbildung ^=^snw aus dem ersten Rechtecke hervorgegangen 
ist. In gleicher Weise die drei andern. Somit sind gj und gg für 
z = P' positiv, gg und f ^ negativ ; ferner ist | gi | = | J^ I , | g^ 1 = | gg 1 
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und £i < £2 (^'S' 2). Daraus geht aber hervor, wie die Vor- 
zeichen der beiden Wurzeln in dem Punkte P' für jeden 
Funktionswert zu wählen sind. Die Nummerierung der 
Blätter ist also in beiden Fällen die gleiche, wenn wir jetzt so 
definieren: In dem reellen Punkte P' ist 



(26) 1/2 ?,= yH-Ä;^z2 — V(1+ÄJ'2T — ^äS 

(27) V2 ^2 = ]/l + k^ z" + V(l + /c' zy ^=T^, 



(28) V2 L^=-^l+k^z^+i{l^k''z^y — ^z\ 

(29) V2 £,= — |/l + Ä:2 2« — V(l + Ä;2 ^y =1^. . 

Wenn nun die Variable z, mit dem Funktionswert g,, (f = 1, • • 4), 
behaftet von dem Punkte P' aus die ganze Ebene durchwandert, 
ohne einen der bereits festgelegten Verzweigungsschnitte zu 
überschreiten, so bildet die Gesamtheit der so erreichbaren 
Funktionswerte den „i'*" Zweig" der Funktion g. 

Welches sind nun die Zusammenhangsverhältnisse 
der 2;-Fläche? Um diese Frage zu beantworten, schieben wir 
eine Hilfsbetrachtung ein, indem wir die innere Quadrat- 
wurzel für sich untersuchen. Bezeichnen wir sie mit 5, so ist 

(30) 8 = i{l+k^z')' — ^z\ 

Setzen wir den Radikanden gleich Null, so sind die Wurzeln 
der entstandenen Gleichung die Verzweigungspunkte der Funk- 
tionen (30) und (7). Wir schreiben zur Abkürzung 

1 -A;'-=a, l+U = b\ 

dann wird 

(31) A=^ak'\ B'=^lk-\ C = -lk-\ D'^ — ak-^. 
Ferner gilt die Faktorenzerlegung 

(32) 8 = k^ ]'{a k-^ -z){bk-^- z) {bk-^ + z) {a r M- z)- 

Die beiden Zweige Si und 82 definieren wir dadurch, dass wir 
für 2 = «i== + l, 82 = — l annehmen. Die Variabein «j und Sg 
interpretieren wir in zwei Hilfsebenen «, und «g» ^^^ Blättern 
der zu (30) gehörenden Riemann^schen Fläche 8 (Fig. 4). 
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Wir lassen z auf der positiven reellen Zahlenaxe von 
nach 00 stetig fortrücken, verfolgen aber vorläufig nur s^. Für 
z = ist «1 = 1, also > ; für z = ak~^ ist s^ = 0. Wächst z von 
bis ak~^y dann nimmt s^ ab von 1 bis 0. Nun führen wir s 
nicht ganz in den Verzweigungspunkt A' = ak"^ hinein, sondern 
in einem kleinen Halbkreise, nach links ausbiegend, um diesen 
Punkt herum. Dabei nimmt der Arcus von (ak~' — z) ab von 
bis (—7c), die Arcus der drei andern Faktoren bleiben unver- 
ändert. Somit fallt der Arcus von Sj von auf (— ^) hin- 
unter, d. h. Si geht nicht in den Nullpunkt hinein, sondern wen- 
det sich, in einem kleinen Viertelkreise, nach links ausbiegend, 
der Axe der negativ rein, imaginären Zahlen zu und geht mit 
wachsendem z auf derselben weiter. Für z = bk~'^ ist ä, = 0, 
muss also in irgend einem Punkte den Rückweg angetreten 
haben (in einem Verzweigungspunkte der Umkehrungsfunktion 
der Quadratwurzel). Ob s^ vielleicht eine oscillierende Bewegung 
ausfuhrt auf diesem Wege, ist für unsere Zwecke gleichgültig; 
wesentlich dagegen ist, dass 5, negativ rein imaginär 
bleibt. Verfahren wir in B'=bk~^ wie in 4' = aÄ:"^ so er- 
kennen wir, dass s^ negativ reell wird. Für z = + 00 ist 
«1 = — 00. Für negativ reelle Werte des Argumentes beschreibt 
81 denselben Weg wie für positive. — Der zweite Zweig, Sg» 
nimmt bei gleichem Wege der Variabein den Wert (— 1) an, 
wandert gegen hin, wird positiv rein imaginär, 0, durch- 
läuft die positive Axe der reellen Zahlen und wird mit 
«4-00 (Fig. 4). In Figur 5 ist angegeben, welches die Vorzeichen 
der Innern Quadratwurzel in den durch die Verzweigungspunkte 
gebildeten Intervallen sind. Mit diesem Resultate kehren wir 
zur eigentlichen Aufgabe zurück. 

Wir verfolgen den ersten Zweig von g (26), wofür wir 
auch setzen können 

wenn z wachsend alle reellen Werte von bis 00 annimmt. Für 
z = ist l+k^z'' = l, Ä;2 Ä2 = - 1, also g^ = 0. Wenn z wächst, 
ohne noch den ersten Verzweigungspunkt (Ä) zu erreichen, dann 
wächst auch gj, denn 1 + k^ z^ und s^ thun es. Ist z=A'= ak'^ 
dann ist 
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d. h. geht z von bis Ä ^ dann wandert gj von bis A. Nun 
überschreite « den Punkt Ä, \-\-'k}z^ bleibt positiv, s^ wird, 
wie Figur 5 zeigt, positiv rein imaginär. Die Quadratwurzel aus 
dieser komplexen Zahl ist zweiwertig. Wir müssen denjenigen 
Wert nehmen, dessen reeller Teil positiv ist, denn nur dann 
findet ein stetiger Anschluss des reellen positiven Wertes %^ für 
einen Punkt unmittelbar vor Al an den reellen Teil des kom- 

• 

plexen Wertes ^i für einen Punkt unmittelbar nach A. statt, ^j 
tritt soipit in den ersten Quadranten hinein. Der Strecke AB' 
entspricht der Bogen der Cassini'schen Kurve in diesem Qua- 
dranten. Wenn z=bk~^ =^ B ^ dann fällt gj mit B zusammen. 
Rückt z von B' aus nach oo, dann bleibt 1 + k^ z^ positiv, ^^ 
wächst nach Figur 5 von nach + oo : 5i durchläuft die reelle 
Axe von B nach + oo- Es hat somit die innere Quadratwurzel 
ihr Vorzeichen gewechselt, die äussere das ihrige behalten. 
Aehnlich verhalten sich die drei andern Zweige. Die Vorzeichen 
zwischen B' und oo sind also 

für Ji nicht mehr ^ — , sondern + +, 

n fes w » ""i M » 

Damit ist die erste Hälfte der Aufgabe gelöst: 
In den Punkten A' und B' gehen der erste und 
zweite, der dritte und vierte Zweig in einander über, 
längs A! B' heften wir also das erste und zweite, das 
dritte und vierte Blatt kreuzweise zusammen. 

In C' und Z>' kann der Zusammenhang der Blätter folgen- 
dermassen festgestellt werden. 

Wir führen z nicht direkt von P' aus durch die negativ 
reellen Zahlen, nach den Verzweigungspunkten D' und C\ son- 
dern von Ä aus in der Richtung nach B\ bis J5, dem Schnitt- 
punkte des Kreises (17) mit der positiven Halbaxe. Hier biegen 
wir links ab, gehen auf dem genannten Kreise in positivem Sinne 
fort bis zum Verzweigungsschnitt C D' und längs dieser Linie 
nach D' . Um den diesem Wege der Variabein entsprechenden 



ird, 
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Weg jedes Funktionszweiges anzugeben, vergegenwärtigen wir 
uns noch einmal, was uns die vorige Betrachtung gelehrt: Geht 
z von A' nach B\ dann durchläuft gj, gg» Sa^ S4 dasjenige Stück 
der Cassini'schen Kurve, welches bezw. im ersten, vierten, zweiten, 
dritten Quadranten der g-Ebene liegt. Um uns kurz auszu- 
drücken, bezeichnen wir die Schnittpunkte des Kreises (14) und 
der Cassini'schen Kurve (25) mit aS, versehen mit der Ord- 
nungszahl des Quadranten, in dem er liegt. Beschreibt z die 

^i^' Linie A jE, dann beschreibt 

^■. gl den Bogen A Äj , 

Dem in der positiven Ebene z gelegenen Halbkreis (17) ent- 
spricht bei gl der Kreisbogen S^ /S'g, 

w fc2 n » ^4 ^1 ♦ 

» b4 W » ^3 ^4» 

denn jeder Punkt g,. muss beim Verlassen der Cassini'schen 
Kurve, rechtwinklig zu dieser, nach links abschwenken, wie 
solches auch z thut, wenn es vom Verzweigungsschnitt auf den 
Kreis übergeht. Wesentlich ist nun, dass t^ und g^ auf ihren 
Wegen die imaginäre, gg und gg nur die reelle Axe überschreiten. 
Wandert z dem Verzweigungsschnitt entlang nach Z>', dann er- 
zeugen gl, • • • C4 wieder Teile der Cassini'schen Kurve: 

gl den Bogen S2 D, 

£2 » r) ^i -^» 

fs » w ^3 •^» 

b4 » 7) ^4 -"• 

Daraus geht hervor, dass hier beim ersten und vierten Funk- 
tionswert das Vorzeichen der äussern Quadratwurzel in das ent- 
gegengesetzte übergeht, beim zweiten und dritten dagegen un- 
verändert bleibt. Ausserdem wissen wir, dass zwischen • • • Z>' 
die Vorzeichen der innern Wurzel so verteilt sind wie in 
(26 — 29). Die Vorzeichenkombination ist also in der Nähe von D' 

für gl 

M g2 + 4- 

w fc3 
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In Z)' fallen der erste und dritte, der zweite und vierte Funk- 
tionswert zusammen. 

In C bleiben die Vorzeichen der äussern Wurzel ; die Vor- 
zeichen der innern gehen nach Fig. 5 für gj und %^^ gg und %^ 
ineinander über. Der Zusammenhang der Blätter ist wie in Z>'. 
Wir vervollständigen den vorigen Satz und sagen: 

Der Verzweigungsschnitt C' D' muss in eine Ueber- 
gangslinie verwandelt werden, über die man aus dem. 
ersten in das dritte, und aus dem zweiten in das vierte 
Blatt gelangt. 

Damit ist die Riemann'sche Fläche der Variabein z auf 
Grund der zwischen £ und z bestehenden algebraischen Ab- 
hängigkeit (I) und ohne Benutzung der t^j-Ebene abermals 
konstruiert. 

Nun kann man noch zeigen, wie die 32 Gebiete der beiden 
Flächen einander entsprechen, und, indem man von der 
g-Fläche zur t^-Ebene übergeht, wie das transformierte elliptische 
Integral die vierblättrige Fläche im Einzelnen konform und. 
eindeutig auf das Periodenrechteck der Funktion %=^snw ab- 
bildet. 



§ 3. Zweite Transformation zweiten Grades. 

Nach den in (§ 1) gemachten Angaben soll hier das Recht- 
eck mit den Ecken 

(1) w = K±i^^ -K±i^ 

konform und eindeutig auf eine Ebene abgebildet werden 
(Fig. 6). Eine ähnliche Betrachtung wie in (§ 2) lehrt, dass die 
Riemann'sche Fläche, welche dem ganzen Periodenrechteck ent- 
spricht, auch hier vierblättrig ist. Doch unterscheidet sich 
diese Abbildung von der ersten Transformation zweiten Grades 
hauptsächlich in zwei Punkten. Erstens wurde dort die reelle, 
hier wird die rein imaginäre Periode der elliptischen Funktion 
^r=snyo halbiert. Zweitens lag dort der Bereich der g- Fläche, 
welcher einem abzubildenden Rechteck entsprach, teilweise im 
obern, teilweise im untern Blatte dieser Fläche; hier dagegen 
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wird ein solches Rechteck stets auf ein bestimmtes Gebiet eines 
Blattes abgebildet. Während also dort die algebraische Funk- 
tion, welche die Beziehung der beiden Riemann'schen Flächen 
zum Ausdruck brachte, notwendig eine Quadratwurzel enthalten 
musste, wird sie hier rational werden, weil ja bereits zwischen 
einem Blatte der g-Fläche und zwei Blättern der z-Fläche eine 
umkehrbar eindeutige und konforme Beziehung herrscht. 
Um die Funktion 

(2) z^fit) 

wirklich zu bilden, gehen wir wie in (§ 2) aus von der Bemer- 
kung, dass die Nullstellen und Pole der gesuchten Funktion aus 
den Nullstellen und Polen der Funktion 

(3) z = snw 
durch die Transformation 

(4) ^ = sn 10 

hervorgehen. Bezeichnen wir die Nullstellen und Pole der w 
Ebene mit viV^,^ und P^, der £-Ebene mit N^ und P^, so findet 
man für diese Punkte folgende Werte: 



\n, : Q cz) 



^ 



OD 



( 



Pu,- i^ -i~ 2^+j-^- 2K-i^ 



P. 



2 - 2 -"--r« 2 



l 



^ y^ ik ik. Vfc 

d. h. : 

Die Funktion (2> hat den Nullpunkt und den unendlich 

fernen Punkt der g-Ebene zu Nullpunkten zweiter, die 

Punkte 

— ik 

zu Polen zweiter Ordnung. Diese beiden Eigenschaften 
besitzt die Funktion 

(II) - 2 = ^—^ 
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Diirch die Funktion (II) wird das elliptische Inte- 
gral wieder in ein elliptisches Integral übergeführt. 

Das transformierte Integral ist geeignet, eine vier- 
blättrige Riemann'sche Fläche eindeutig und im allge- 
meinen konform so auf das Innere des Periodenrecht- 
eckes der elliptischen Funktion (4) abzubilden, wie es 
zu Anfang dieses Abschnittes verlangt wurde. 

Die 2j-Ebene besitzt vier Verzweigungspunkte. Sie ent- 
sprechen den Ecken des Rechteckes, das auf ein positives oder 
negatives Halbblatt der g-Fläche abgebildet wird. Die Ecken 
eines solchen Rechteckes sind z. B. 

(5) ti?=+z, ^+^'4-' — ^+*4-' -^»* 

ihnen entsprechen die Punkte der f-Fläche (Fig. 7) 

(6) g=+l, +^. -:^. -1, 

und die Verzweigungspunkte der ^-Fläche (Fig. 8) 

n\ _L ^ .1 11 

(7) z = +-rT-T' +TwF 



1 + fc' ' 2^k 2Vfc ^ + ^ 

Die Umkehrungsfunktion von (II), die Funktion 

tfi\ f l+Vl-4feg^ 

liefert nur zwei Verzweigungspunkte der unter dem Integral- 
zeichen des transformierten Integrales stehenden Quadratwurzel; 
es sind die Punkte 

z = + — p^» 
~ 2^k 

die Wurzeln der Gleichung 1 — i k z^= 0. Dies ist ganz in Ordnung. 
Denn: Beim Uebergang von der ?ü-Ebene zur a-Ebene müssen 
die Winkel in der Umgebung der Ecken verdoppelt werden. 
In den Punkten w = + K hat dies statt bei der Abbildung £ = 

sn w. In der Umgebung der Punkte w =^ ^K -\- i-^ bleiben die 

Winkel bei dieser Abbildung erhalten, werden also erst beim 
Uebergang von der J- zur g-Ebene verdoppelt. 
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Wir zeigen noch, wie die Verzweigungspunkte (7), 

auf der reellen Axe gelegen sind. Das geometrische Mittel von 
zwei positiven reellen Zahlen ist im Allgemeinen kleiner als das 
arithmetische; für die Punkte 1 und k ist somit 

1 1 

> 



2Vfc l+Ä 

Die gegenseitige Lage der Verzweigungspunkte Ä^ B' , C und D' 
ist also die in Figur 8 angegebene. 

Die Zusammenhangsverhältnisse der vierblättrigen 
Riemann'schen Fläche z und die Beziehung, in welcher 
beide Flächen vermöge (II) stehen, erkennt man wieder 
am einfachsten, wenn man zuerst die Eigenschaften der Abbil- 
dung durch die Funktion z = 8nw untersucht. 

Zu diesem Zwecke definieren wir die Blätter der 2;-Fläche: 
Bei der Abbildung z^='miv werden die Rechtecke zwischen den 
Parallelen 



K' 
und 



(9) « = +2 



(10) « = -4: 

auf das erste und zweite Blatt abgebildet und zwar so, dass 
dem Rechteck, welches den Nullpunkt der «ü-Ebene enthält, das 
erste Blatt entspricht. Die Rechtecke, welche längs (9) an das 
erste und zweite Rechteck anstossen, und die Rechtecke, welche 
von den letztern durch die Gerade (10) getrennt sind, ergänzen 
sich zu zwei weitern Rechtecken, die in das dritte und vierte 
Blatt der g-Fläche übergehen. Den Geraden, welche zwei Recht- 
ecke der w;-Ebene trennen, entsprechen in der 2;-Ebene die Ver- 
zweigungsschnitte. Stossen zwei Rechtecke längs einer Strecke 
zusammen, so ist der Verzweigungsschnitt, welcher der gemein- 
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samen Rechteckseite zugeordnet ist, in eine Uebergangslinle für 
die den beiden Rechtecken entsprechenden Blätter zu verwan- 
deln. Daher wird die Riemann'sche Fläche z folgendermassen 
aufgebaut : 

In der s-Ebene führen wir einen Schnitt durch die 
Axe der reellen Zahlen durch die Punkte 

Ä 5'..... 00 e D\ 

legen vier Exemplare solcher eingeschnittenen Ebenen 
aufeinander und heften zusammen 

längs Ä^ das 1. und 2., das 3. und 4. Blatt, 

w -O QC C w 1. n ^M w 2. «4. „ . 

Wie die einzelnen Gebiete der Bereiche der drei Variabein 
w^ S ^^^ z aufeinander abgebildet werden, ist in den Figuren 
6, 7 und 8 ausgeführt. Was die Bezeichnung der den Verzwei- 
gungspunkten der z-Fläche entsprechenden Punkte der t^?-Ebene 
und C-Fläche betrifft, verweisen Avir auf den vorigen Paragraphen. 
Endlich heben wir noch hervor, dass das erste und dritte Blatt 
der 2-Fläche durch die Funktion (8) eindeutig und konform auf 
das obere, das zweite und vierte dagegen auf das untere Blatt 
der C-Fläche abgebildet wird. 

Wie bei der ersten Transformation zweiten Grades wollen 
wir auch hier die durch die Funktion (II) vermittelte konforme 
Abbildung noch direkt untersuchen. Wir werden dabei be- 
sonders eine klare Anschauung von den Zusammenhangsverhält- 
nissen der vierblättrigen Riemann'schen Fläche z gewinnen. 

Wir gehen aus von der Bemerkuug, dass die vorge- 
legte rationale Funktion (II) zu den automorphen 
Funktionen gehört; sie besitzt die Transformation 

(11) >- = ^ 

in sich. Denn substituiert man in (II) (11), so kommt 

_ -TT i[ i' 

' 2 * 



117, 1 A;r^ + 1 1+fc^ 
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Der Kreis 

teilt sowohl das obere wie das untere Blatt der C-Fläche in 
zwei Bereiche, von denen jeder ein Fundamentalbereich der 
vorgelegten Funktion ist. In Uebereinstimmung mit der ersten 
Untersuchung definieren wir die Blätter der z-Fläche so : Dem 
Innern des obern, dem Innern des untern, dem Aeussern des 
obern, dem Aeussern des untern Blattes der C-Fläche entspreche 
bei der durch die Funktion (II) vermittelten konformen Abbil- 
dung das erste, zweite, dritte und vierte Blatt der Riemann- 
schen Fläche z. 

Nun versuchen wir, die vier Fundamentalbereiche so über- 
einander zu legen, dass jedesmal die vier Punkte, in denen die 
Funktion (I) gleiche Werte annimmt, senkrecht übereinander 
Hegen. Dies ist auf zwei Arten möglich : Entweder halten wir 
die innern Bereiche der ^'-Fläche fest und ändern nach Lage und 
Gestalt die äussern, bis sie mit den innern gleichliegend und 
kongruent sind, oder aber, wir halten die äussern Bereiche fest 
und formen in entsprechender Weise die innern um. Wir 
schlagen den ersten Weg ein. Die Transformation (11), die sich 
doch aus einer Spiegelung an der Axe der reellen Zahlen und 
einer Spiegelung an dem Kreise (12) zusammensetzen lässt, zeigt 
uns, wie wir (dabei zu Werke gehen müssen. 

W^ir schneiden die Riemann'sche Fläche u der Kreislinie (12) 
entlang durch, drehen den durchbohrten Teil der Fläche um die 
Axe der reellen Zahlen durch 180® (Spiegelung an der Axe der 
reellen Zahlen), und lassen die Pole der zweiblättrigen Riemann- 
schen Kugelfläche u auf dem durch sie gehenden Durchmesser 
gegen den Nullpunkt rücken, indem sie die Kugelhauben, denen 
sie angehören, hinter sich herschleppen. Diese Umformung 
dauert so lange fort^ bis jeder Punkt eine solche Lage einge- 
nommen hat, dass sein Spiegelbild — die Aequatorebene als 
spiegelnde Ebene betrachtet — mit der ursprünglichen Lage 
zusammenfällt. Die vier ineinander geschachtelten Halbkugeln 
platten wir ab. [Spiegelung an dem Kreise (12)J. — Dadurch 
sind die Fundamentalbereiche der zweiblättrigen Riemann'schen 
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Fläche C in vier kongruente, senkrecht übereinander liegende 
Kreisflächen, in eine vierblättrige Kreisfläche C vom 
Radius 

übergegangen. Auf dieser neuen Fläche können wir die 
Variable C, die wir nun mit C bezeichnen, wieder ausbreiten, indem 
wir einen bestimmten Punkt derselben als Träger derjenigen 
komplexen Zahl betrachten, die er schon vor der Deformation 
auf der C-Fläche dargestellt hat. Dass dies wirklich in umkehr- 
bar eindeutiger Weise möglich ist, folgt aus dem involutorischen 
Charakter der durch die Funktion (11) vermittelten konformen 
Abbildung. Denken wir uns beim Uebergang von der Ebene 
zur Kugel letztere unter und nicht, wie gewöhnlich, über erstere ' 
gelegt, dann erkennt man leicht, dass die Anordnung der 
Kreise der T -Scheibe die der Blätter der C-Fläche ist. — Vier 
Punkte, in denen die Funktion (II) gleiche Werte annimmt, 
liegen senkrecht übereinander. Dies gilt im Besondern für die 
Verzweigungspunkte der C-Fläche. In der T-Fläche fallen also 
zusammen 

C = + 1 und c — + -^ mit u = + 1, 

^ — -»■ M b — j^ w b = A. 

Von diesen Punkten t' = + 1 und C = — 1 gehen nach rechts, 
bezw. links, mit der Axe der reellen Zahlen sich deckend, die 
ehemaligen Uebergangslinien der C-Fläche und endigen in den 
Punkten 

der Peripherie der Kreise. Während diesen Linien entlang so- 
wohl der erste und zweite, als auch der dritte und vierte Kreis 
verbunden sind, findet zwischen dem obern und dem untern 
Kreispaar keine Verbindung statt (Fig. 9). 

Die vierblättrige Kreisscheibe der Variabein t' formen wir 
um in die vierblättrige Riemann'sche Fläche der Variabein z^ 
indem wir die vier Kreise gleichmässig so ins Unendliche wachsen 
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lassen, wie wir an einem einzelnen Gebiete, z. B. an dem ersten 
Quadranten des obersten Kreises auseinandersetzen wollen. 

Wenn der Punkt ^ = Bo = -7=^ von der jetzigen Lage zum Ver- 
zweigungspunkte 

2Vfc 
fortschreitet, geht T = -4^ = + 1 nach 

z = Ä = 



l' z= E= -^ » ein Pol der Funktion z (5'), wandert auf der posi- 

yjc 

tiven Axe der rein imaginären Zahlen ins Unendliche ; der Kreis- 
bogen, der mit zur Begrenzung dieses Bereiches gehört, erzeugt 
den ersten Quadranten des ersten Blattes der 2- Fläche und geht 
schliesslich in den Verzweigungsschnitt von B^ nach qo über. 
So die andern Gebiete der g' -Fläche. Die Umformung der Blätter 
der Kreisfläche in die Blätter der Riemann'schen Fläche ist iden-- 
tisch mit den an der Variäbeln g' vorgenommenen algebraischen 
Operationen. Den vier Kreislinien der vierblättrigen Kreisfläche 
oder der zweiblättrigen Riemann'schen Fläche entspricht der Ver- 
zweigungsschnitt B' OD C der «-Fläche (Fig. 8). 

In anschaulicher Weise sehen wir hier, welche Verzwei- 
gungsschnitte zu der Funktion (II) und ihrer Umkehrung gehören 
und welche nicht. Die Uebergangslinien Ä B^ und C' D' finden 
sich schon in der vierblättrigen Kreisscheibe als A^ B^ und C^ D^, 
also auf derjenigen Fläche, wo wir die unabhängig Veränder- 
liche geometrisch darstellen. A' B' und C' Z>' sind somit von der 
Natur der Funktion (II) unabhängig. Dieser Funktion eigen- 
tümlich ist nur der Verzweigungsschnitt, welcher auftritt, wenn 
wir die vierblättrige Kreisscheibe in die vierblättrige Riemann'sche 
Fläche umformen, also mit dem Bereiche der Variabein C die der 
Funktion z entsprechende Transformation der Fläche in sich vor- 
nehmen. Diesen Verzweigungsschnitt B' oc C' machen wir zu 
einer Uebergangslinie, und zwar heften wir zwei Blätter zu- 
sammen oder nicht, je nachdem die den Blättern entsprechenden 
Fundamentalbereiche der C-Fläche durch den Kreis (12) getrennt 
werden oder nicht. Demnach führen die Uebergangs- 
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Hnien aus dem ersten in das dritte und aus dem zweiten 
in das vierte Blatt der is-Fläche. 

Die Riemann sehe Fläche der Variabein .z ist also wieder- 
um hergestellt, nicht durch Benutzung der durch die Funktion 
z=^'snw vermittelten konformen Abbildung, sondern auf Grund 
der Eigenschaften der Funktion (II). Wesentlich war dabei 
allerdings, dass die vorgelegte Funktion zu den automorphen 
gehörte; denn durch die Transformation in sich, die (II) besitzt, 
waren wir imstande, das Gebiet der Variabein c in ein solches 
zu verwandeln, das aus sovielen kongruenten Bereichen besteht, 
wie die gesuchte Riemann'sche Fläche Blätter besitzt. Diese 
Methode kann auch in andern Fällen zur Konstruktion der durch 
eine automorphe Funktion definierten Riemann'schen Fläche dienen. 
Je nach der Transformation in sich, welche die Funktion besitzt, 
wird die umgeformte u-, die T- Fläche beschaffen sein. In unserm 
Falle sind die Blätter dieser Fläche Kreise ; für z = C" sind es 

n Sektoren von der Oeffnung — • 2 :nr, die alle übereinander 

liegen u. s. w. Allgemein Hesse sich das Verfahren so be- 
schreiben : 

Sei, z==f(C) eine automorphe Funktion mit der Transfor- 
mation C '= 9(D iri sich. Um die Riemann'sche Fläche z zu kon- 
struieren, schneiden wir die 25-Ebene längs der Begrenzung der 
Fundamentalbereiche auf. Dann definieren wir die Blätter und 
transformieren der Funktion 9 gemäss den einen Fundamental- 
bereich nach Lage und Gestalt so, dass zwei Punkte der beiden 
Bereiche, in denen die Funktion gleiche Werte annimmt, senk- 
recht übereinander liegen. Alsdann bestimmen wir die Linien 
der 2-Fläche, auf welche die Begrenzungen der Fundamentalbe- 
reiche abgebildet werden, lassen die letztern in solche Bereiche 
übergehen, deren Begrenzung mit den gefundenen Linien zusammen- 
fällt. Endlich verbinden wir diesen Linien entlang zwei Blätter, 
wenn die entsprechenden Fundamentalbereiche an der entspre- 
chenden Kurve der C-Fläche zusammenstossen. 

Wir machen von dieser Methode im nächsten Abschnitt 
Gebrauch. 
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§ 4. Transformation vierten Grades. 

Wir verbinden die beiden Transformationen zweiten Grades 
und stellen uns die Aufgabe, das elliptische Integral so zu trans- 
formieren, dass das Rechteck mit den Ecken 

(1) «; = 4 + 

durch das transformierte Integral konform und eindeutig auf eine 
Ebene bezogen ist (Fig. 10). 

Indem wir das durch die Punkte (1) definierte Rechteck 
mittelst des Prinzipes der Spiegelung über seine Grenzen hinaus 
analytisch fortsetzen, wird das Periodenrechteck in acht Bereiche 
eingeteilt, von denen bei dieser Abbildung jeder einer Ebene 
entspricht. Das Bild des ganzen Periodenrechteckes ist also eine 
acht blättrige Riemann'sche Fläche Z. 

Die vorliegende Aufgabe kann auf verschiedene Arten in 
Angriff genommen werden. Entweder steigt man direkt von 
der zweiblättrigen Riemann'schen Fläche g zu der achtblättrigen Z 
empor, oder man schaltet zwischen- die zweiblättrige und die 
achtblättrige eine der beiden in den §§ 2 und 3 gewonnenen 
vierblättrigen Riemann'schen Flächen ein. Da der Gang der 
Untersuchung der gleiche ist, ob wir die eine oder die andere 
vierblättrige Fläche als Hülfsfläche wählen, genügt es, wenn wir 
eine, z. B. die in § 2 gewonnene Fläche berücksichtigen. Dem- 
nach stehen uns noch zwei wesentlich verschiedene Wege 
offen : 

a) Man bestimmt die Funktion 

(2) , ^ = /(0, 

welche das gegebene Integral so transformieren soll, dass das 
transformierte Integral die achtblättrige Riemann'sche Fläche Z 
konform und eindeutig auf das ursprünglich gegebene Rechteck 
der i/?-Ebene abbildet, oder anders ausgedrückt, man bildet mit 
der algebraischen Funktion (2) die zweiblättrige auf die acht- 
blättrige Riemann'sche Fläche ab. 

3 
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b) Man bestimmt die Funktion 

(3) Z-^g{z), 

welche das durch die Funktion (I) (§ 2) transformierte elliptische 
Integral noch einmal so transformieren soll, dass durch das 
transformierte Integral das ursprüngliche Periodenrechteck der 
tü-Ebene und die achtblättrige Riemann'sche Fläche Z konform 
und eindeutig aufeinander bezogen sind; man untersucht also 
die durch die Funktion (3) gegebene konforme Abbildung der 
vierblättrigen auf die achtblättrige Fläche. 

Zuerst ermitteln wir die Funktionen (2) und (3), beschränken 
uns dann aber darauf, den zw^eiten Weg weiter zu verfolgen. 
Denn einmal können wir die in § 3 auseinander gesetzte Methode 
der Konstruktion einer Riemann'schen Fläche für unsere acht- 
blättrige anwenden; andererseits bietet der erste Weg wenig 
Neues, da er im Prinzipe vollkommen übereinstimmt mit dem bei 
den Transformationen zweiten Grades benutzten Verfahren. 

Indem wir wie früher mit 

AT" AT A"^ • P r> V 

die Nullpunkte und Pole der elliptischen Funktion 

(4) Z =mto 

und der algebraischen Funktionen (2) und (3) bezeichnen, finden 
wir als Werte dieser Punkte 



N, 



w 



^,= 



a; = 



K 2K ZK 
idC K+iK' 2K-\'iK' ZK + iK' 

01 0—1 
1 1 



oe 00 (ja <x> 

K=±l^ K±i~^- 2K±i^ ^K±i^ 

P-=4--L +-4r- +-L- +-4r- 

^ — V/c — ik ~ ik ~ ik 

^'~—k — k — k — k 
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Aus dieser Tabelle lesen wir diejenigen Eigenschaften der 
Funktionen (2) und (3) ab, welche zur Bildung der Funktionen 
notwendig und hinreichend sind: 

a) Die Funktion (2) besitzt den Nullpunkt und den 
unendlich fernen Punkt der C-Ebene zu Nullstellen 
zweiter Ordnung, die Punkte 



5 = ±1, ±i 



ZU Nullstellen erster, 



5 = ±-^. ± ' 



ik ~ ik 

zu Polen zweiter Ordnung ; diese Eigenschaften ver- 
einigt die Funktion 

(liA) ^ = i-kn' 



, b) Die Funktion (3) besitzt den Nullpunkt und den 

i unendlich fernen Punkt der z-Ebene zu Nullstellen 

\ vierter, die Punkte 

— k 

zu Polen vierter Ordnung; diese Eigenschaften kommen 
der Funktion 

(IV) Z= ^ 



1 + fc'^ g^ 
zu. 

Daran schliessen sich sofort zwei Salze, die wir statt wie 

in den frühern Fällen auch in folgende Form fassen können: 

a) Die algebraische Funktion (III) transformiert das 
gegebene elliptische Integral wieder in ein elliptisches 
und bildet die zweiblättrige Riemann'sche Fläche t, ein- 
deutig und konform auf eine achtblättrige Fläche Z ab. 

b) Die rationale Funktion (IV) führt das durch die 
Funktion (I) schon einmal transformierte elliptische 
Integral wieder in ein elliptisches Integral über und 
bezieht die vieirblättrige Riemann'sche Fläche der 
Variabein z eindeutig und konform- auf die achtblätt- 
rige Fläche Z. 
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Statt die Funktion (III) auf direktem Wege abzuleiten, 
können wir sie auch dadurch finden, dass wir in der Funktion (IV) 
die Substitution (I) ausführen. Es kommt 



l+k^ 


z^ 




.)/. 


1-^ 
1 -ä:2$2 




1+^2 


.2 1-52 

- 1-ä:252 




cV(i- 


- C') (1 - k' 


l^) 


1 kU 


:« + fc2 ^2 _ 


kH* 


cV{i- 


- C) (l - k' 


!^2) 



1 — kH' 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Um einen Einblick in die Natur der achtblättrigen 
Riemann'schen Fläche Z zu erhalten, bestimmen wir zuerst 
ihre Verzweigungspunkte. Bei der Abbildung mittelst des 
durch die Funktion (III) transformierten elliptischen Integrales 
sind ihnen die Ecken« eines beliebigen halben Rechteckes, z. B. 
die Punkte 

(5) w? = ±-2-' ±-2-+*"2' 

zugeordnet. Wir berechnen die gesuchten Punkte, indem wir 
von der «ü-Ebene mit (I) zur s-Fläche, von dieser mit (IV) zur 
Z-Fläche übergehen. Der Schritt von der t^'-Ebene zur z-Fläche 
wird am leichtesten ausgeführt, wenn man von dem in § 2 ab- 
geleiteten Satze Gebrauch macht, nach welchem die Geraden - 
(genauer, die Strecken im Periodenrechteck) 

(6) « = ±4 

bei der durch die Funktion (I) vermittelten konformen Abbildung 
in den vierfachen Kreis 

(7) r = j^ 

der 2-Ebene verwandelt werden. Die Schnittpunkte dieses Kreises 
mit der Axe der reellen Zahlen y = sind die den Verzweigungs- 
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punkten der Z-Ebene entsprechenden Punkte der 2-Ebene. Auf 
diese Weise findet man, dass den Punkten (5) in der vierblättri- 
gen Fläche die Punkte 

(8) z^+^il-k'), ±^ 
entsprechen, die in 

(9) ^ = ±T' ±i' 

d. i. in die Verzweigungspunkte der achtblättrigen Riemann'schen 
Fläche Z, übergehen. Da 2>2k, 



^^^^T<Tfc' 



I sind die Punkte 



auf der reellen Axe wie in Figur 13 verteilt. — Der Grund, 
warum die Umkehrung von (IV), die Funktion 

(m i + vi-4fc^z« 

nur zwei der vier Verzweigungspunkte, B' und C\ liefert, ist 
derselbe wie im Falle der zweiten Transformation zweiten Grades. 
Nun versuchen wir die Zusammenhangsverhältnisse 
der achtblättrigen Riemann^schen Fläche Z festzustellen. 
Wie schon bemerkt, gehen wir dabei von der vierblättrigen 
Fläche z aus und untersuchen die Beziehung, in welche sie mit 
der achtblättrigen Fläche durch die Funktion (IV) gesetzt wird. Wir 
sehen, dass auch diese Funktion zu den automorphien gehört; 
denn man überzeugt sich sofort, dass sie die Transformation 

(11) .= ' 



in sich besitzt. Deshalb ist es möglich, das in § 3 besprochene 
Verfahren zum Aufbau der Riemann'schen Fläche Z anzuwenden. 
Die vierblättrige Riemann'sche Fläche z besteht aus acht 
Fundamentalbereichen der Funktion (IV). Wir grenzen diese 
Bereiche dadurch ab, dass wir in jedem Blatte der 2j-Fläche dem 
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Kreise (7) entlang einen Schnitt ausführen. Dann definieren wir 
die Blätter der Z-Fläche in folgender Weise: Dem Innern des 
ersten, zweiten, dritten, vierten Blattes, dem Aeussern des ersten, 
zweiten, dritten, vierten Blattes der z-Fläche sei vermöge (IV) 
das erste, zweite, .... das achte Blatt der Z-Fläche zuge- 
ordnet. Indem wir wie in § 3 die der Transformation (11) ent? 
sprechende Umformung der ^-Fläche vornehmen, erhalten wir als 
neuen Ort der Variabein z, jetzt z' genannt, eine achtblättrige 
Kreisscheibe vom Radius 

, 1 ■ • •■ 

Die ehemaligen Verzweigungsschnitte der z-Fläche erscheinen in 
der z' -Fläche als die Strecken 



''d-k') ' 



und 



In Figur 14 ist 



fe« ^^ '"/ Je 



^ (l-k') ' 



k^ V- "'/ Je 



A=-^(i-n Bo=i> (7,=_-^-(i-fc'), 00=-^-' 

Diesen Linien entlang hängen die acht Kreise zusammen 
und zwar 
längs A^B^ der 1. und 2., der 3. und 4., der 5. und 6., der 7. und 8. ; 

Nun transformieren wir der Funktion (IV) gemäss die achtblättrige 
Kreisscheibe in sich und gewinnen so die achtblättrige Riemann- 
sche Fläche der Variabein Z. Der Uebergangslinie B' ct>C 
entlang verbinden wir 

das 1. ujid das 5. Blatt, 
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Damit ist die Riemann'sche Fläche Z der Funktion (IV) 
aufgebaut. Auch hier treten zwei Arten von Verzweigungsschnitten 
auf: B' <X)C\ der für die Funktion (IV) charakteristisch und A! B' 
und C' D\ die von dieser Funktion vollkommen unabhängig sind^, 



— so- 
wie endlich die 32 Quadranten der achtblättrigen 
Riemann'schen Fläche Z im einzelnen auf die Unterge- 
biete der vierblättrigen Fläche z abgebildet werden, er- 
kennt man dadurch, dass man den Weg, welcher uns von der 
2-Fläche zur Z-Fläche geführt hat, rückwärts macht. Ein be- 
liebiger Quadrant eines der vier obern Blätter ist dem innern 
Bereiche des gleichen Quadranten des gleichen Blattes zuge- 
ordnet; ein beliebiger Quadrant eines der vier untern Blätter 
entspricht dem äussern Gebiete des zu der reellen Zahlenaxe 
symmetrischen Quadranten desjenigen Blattes, dessen Ordnungs- 
zahl um vier geringer ist wie diejenige des Blattes der Z-Fläche. 
Verbinden wir die frühern Abbildungen mit dieser, 
so haben wir damit auch gezeigt, in welcher Weise das 
Periodenrechteck der gegebenen elliptischen Funktion 
g = 57tw?, die zweiblättrige Riemann^sche Fläche t, die 
vierblättrige Riemann'sche Fläche z und die achtblätt- 
rige Riemann'sche Fläche der Variäbeln Z durch das ge- 
gebene und die transformierten elliptischen Integrale 
einerseits, durch die diese Transformationen bewirken- 
den Funktionen (I), (III) und (IV) andererseits eindeutig 
und im allgemeinen auch konform aufeinander bezogen 
sind. (Siehe Figuren 10, 11, 12 und 13). 

Bevor wir die Transformation vierten Grades verlassen, 
machen wir noch eine Anwendung der Substitution (III) 
auf die Lehre von den elliptischen Funktionen. Wir 
knüpfen an an der Bemerkung, dass bei dieser Transformation 
sowohl die reelle wie die rein imaginäre Periode halbiert wurde. 
Nun sind aber die beiden Aussagen: „Ich halbiere die Perioden 
und lasse das Argument unverändert," und ;,Ich verdoppele das 
Argument und lasse die Perioden unverändert** offenbar iden- 
tisch, abgesehen davon, dass im ersten Falle die zu Grunde 
gelegte Einheit nur halb so gross ist wie im zweiten. Multipli- 
zieren wir also die rechte Seite der Funktion (III) mit dem 
Zahlenfaktor 2, setzen dann %=■ sn {w; Z, K'\ so muss die rechte 
Seite nach der Multiplikation gleich sein sn (2 w ; K, K\ d. h. (III) 
muss übergehen in diejenige Form des Additionstheorems 
der elliptischen Funktion sn, welche die Funktion des dop- 
pelten Argumentes rational ausdrückt durch die Funktionen sn, 
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cn und dn des einfachen Argumentes. Dies tritt auch ein ; denn 
substituieren wir 

(12) t = snio, i\—l^.= cnw, il — k^^^'^driw,' 
so finden wir aus (III) die bekannte Formel 
/ , o\ /r» \ 2snw ' cnw'dnw 



§ 5, Transformation dritten Grades. 

Nachdem wir an dem elliptischen Integral die beiden Trans- 
formationen zweiten Grades zuerst einzeln und nachher gleich- 
zeitig ausgeführt haben, gehen wir nun zu der Transformation 
dritten Grades über. Die Einteilung des Periodenrechteckes der 
Funktion 

(1) i = snw 

in sechs kleinere Rechtecke ist in Figur 14 so vorgenommen, 
wi^ dies in § 1 geschildert wurde. — Am Schlüsse dieses Ab- 
schnittes werden wir noch zeigen, welche Aenderungen eintreten, 
wenn wir die Voraussetzung fallen lassen, dass die Gerade 
u = K Mittellinie eines Rechteckes sei. 
Um die Funktion 

(2) 2=/(0 

ZU bilden, welche das elliptische Integral so transformieren 
soll, dass durch das transformierte Integral die sechs Blätter 
einer Riemann'schen Fläche z eindeutig und konform auf die 
sechs Rechtecke der t^-Ebene abgebildet werden, verfahren wir 
wie bei den frühern Transformationen. Indem wir mit 

NN' P P 

die Nullstellen und Pole der elliptischen Funktion 

(3) z = sn w 

und der algebraischen Funktion (2) bezeichnen, finden wir unter 
Benutzung der Relation (§ 2, 10): 
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Die Funktion (2) besitzt die Punkte 
zu Nullstellen erster, die Punkte 



t = + Ä/i 



K 



— "'" 3 



zu Nullstellen zweiter, die Punkte 
zu Polen erster und die Punkte 



t = ± 



1 



ksn-^ 



fc S7l — - 



7 Ä^ 

fcsn-r- 



zu Polen zweiter Ordnung; alT diese Eigenschaften be 
sitzjt die Funktion 



t« - sn^ 



1 r i-k^c' 



k' sn^ 



K 



oder 



— 42 — 



(V) -^y^ 






wenn 



^ ksn-r^ 

u 

Damit ist die Funktion gefunden, die das elliptische Integral in 
der gewünschten Art transformieren soll. 

Die Verzweigungspunkte der z-Ebene bestimmen wir, 
indem wir zuerst mit Hülfe def durch die elliptische Funktion (1) 
vermittelten konformen Abbildung die den Ecken der Rechtecke 
entsprechenden Punkte der g-Ebene berechnen. Von den 
24 Ecken, deren Bilder in der z-Ebene zu je sechsen in die vier 
Verzweigungspunkte zusammenfallen, wählen wir solche, in 
denen (3) verschiedene Werte annimmt und deren Uebertragung 
auf die beiden Riemann'schen Flächen möglichst einfach ist. Es 
sind die Punkte 

In der g-Ebene entspricht den beiden ersten der Nullpunkt, den 
beiden letzten der unendlich ferne Punkt. Für t = wird 

«2 . ,« . if 



z = 



= 4- i^ sn^ 



für 5 = Qo ist 

— k 

Nach der Transformation sind also die vier Verzweigungspunkte 
der unter dem Integralzeichen stehenden Quadratwurzel 



(4) z^±i-y -^k^^sn^-^- 



_:_^i ±Ä;2.sM*-3- 



Da k und sn-K- stets echte Brüche sind, ist das erste Paar 

Verzweigungspunkte immer weiter vom Nullpunkt entfernt wie 
das zweite.. In Figur 16 ist 

Nun sollen die Kurven der zweiblättrigen Riemann- 
schen Fläche J bestimmt werden, die den Koordinaten- 
axen der z-Fläche entsprechen, also diejenigen Kurven, in 
welchen die Funktion (V) reell, bezw. rein imaginär ist. Statt 



— 43 — 

zu- diesem Zwecke von der Irrationalität (V) auszugehen, fassen 
wir die gesuchten Linien der g- Fläche auf als die Bilder der 
Umfange, bezw. Mittellinien der Rechtecke der w;-Ebene bei der 
durch das gegebene Integral vermittelten konformen Abbildung. 
Demgemäss bildet sich die Axe der reellen Zahlen der sechs- 
blättrigen Riemann'schen Fläche auf folgende Linien der zwei- 
blättrigen Riemann'schen Fläche ab: 

a) auf die Strecken 

— 1 -f 1 

und 

, J_ ^ _l_ 

IC * . /c 

beider Blätter, d. h. auf die Linien der g-Fläche, welche hervor- 
gehen aus denjenigen Seiten der kleinen Rechtecke, die in die 
Geraden v = und v = H^ Ä'' • hineinfallen. Die genannten 
Strecken sind degenerierte Siebeck'sche Kurven. 

b) auf zwei, in beiden Blättern verlaufende Siebeck'sche 
Kurven, welche bei der durch (1) vermittelten konformen Ab- 
bildung die Bilder der zur Axe der rein imaginären Zahlen 
parallelen Rechtecksei ten sind. Dabei degeneriert die den 
Strecken u = und ü= 2 K entsprechende Siebeck'sche Kurve 
in die Axe der rein imaginären Zahlen, oder, anders ausgedrückt, 
auf der Kugel geht der sphärische Kegelschnitt in einen Gross- 
kreis, in den Meridian der rein imaginären Zahlen über. 

Rein imaginär wird z in denjenigen Siebeck'schen Kur- 
ven, welche den Mittellinien der Rechtecke zugeordnet sind. 
Auch hier artet eine der beiden Kurven vierten Grades aus, 
indem sich ihre „Ovale" auf die Verzweigungsschnitte der 
g-Ebene zusammenziehen. 

(In Figur 15 sind die Kurven, für deren Punkte z reell 
wird, ganz, für die sie rein imaginär wird, strich-punktiert aus- 
gezogen.) 

Einzelne dieser Re.sultate lassen sich unmittelbar aus (V) 
ablesen, so z. B. dass z auf der rein imaginären Zahlenaxe 
nur reelle Werte annimmt, dass. es auf den Verzweigungs- 
schnitten rein imaginär wird u. s. w. Durch eine ähnliche Be- 
trachtung wie in (§ 2) muss man auch von hier aus auf die 
beiden Siebeck'schen Kurven stossen. 
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Nun definieren wir die Blätter der z-Fläche: T)as erste 

Blatt der z-FIäche werde durch das transformierte Integral auf 

2 
das zwischen den Parallelen w = — k^ K und w = gelegene 

Rechteck abgebildet ; dem zweiten Blatt entspreche das Rechteck 

2 
zwischen den Geraden u = und u--=-^K;^ , . . das sechste 

Blatt endlich gehe in die beiden Rechtecke über, die das 
Periodenrechteck der Funktion (1) links und rechts abschliessen. 

In den sechs Blättern ziehen wir Verzweigungsschnitte 
von Ä nach B' und C nach D' und fügen längs dieser Strecken 
zwei Blätter zusammen oder nicht, je nachdem die den fraglichen 
Blättern entsprechenden Rechtecke der tü-Ebene an der der 
Uebergangslinie entsprechenden Seite aneinander stossen oder 
nicht. Der Aufbau der sechsblättrigen Riemann*schen 
Fläche der Variabein z hat also nach folgender Anweisung zu 
geschehen : 

Längs der Uebergangslinie Ä B^ verbinden wir 
kreuzweise 

das 1. und 2., 



längs CD' dagegen „ 



n 



3. 
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i., 


5. 
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6. Blatt; 


2. 
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3., 


4. 
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5., 


6. 
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1. , 



Weiter geben wir an, wie die Untergebiete der drei 
Bereiche aufeinander abgebildet werden. Führt man die 
Zuordnung zuerst für die beiden Riemann'schen Flächen durch, 
so kann das verallgemeinerte Spiegelungsprinzip inbezug auf 
die Axe der rein imaginären Zahlen und eine der beiden Siebeck- 
schen Kurven in Anwendung gebracht werden. In den Figuren 
14 — 16 ist diese Aufgabe gelöst. Die den Verzweigungspunkten 
der 2j-Fläche entsprechenden Punkte der w- und £-Ebene sind 
wie früher bezeichnet. Ferner ist angedeutet, wie ein auf der 
sechsblättrigen Fläche geschlossener Weg sich auf einen eben- 
falls geschlossenen Weg der g-Fläche und wie auf das Perioden- 
rechteck überträgt. 

Wie bei der ersten Transformation zweiten Grades wäre 
es auch hier möglich, die Zusammenhangsverhältnisse der sechs- 
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blättrigen Riemann'schen Fläche rein algebraisch aufzuklären. 
Mit Hülfe der Cardanischen Formel würden wir die Umkehrung 
der Funktion (V) bestimmen. Sie nimmt in jedem Punkte g 
sechs Werte an. Mit Rücksicht auf die „transzendente" Defini- 
tion der Zweige müssten wir jetzt so definieren : In dem Punkte 
z = z^ (FJg- 16) nimmt t, sechs Werte an, die sich so auf die 
Axe der reellen Zahlen verteilen, wie in Fig. 15 angedeutet ist. 
Der erste und zweite, der dritte und sechste, der vierte und 
fünfte Funktionswert sind entgegengesetzt gleich. Ohne die 
Sache explizite durchzuführen, kann man den Verlauf jedes 
g^ (u = 1, 2, . . . 6) bei beliebigem Wege von z stets verfolgen. 
Lassen wir z z. B. die Axe der reellen Zahlen stetig von bis (x> 
durchwandern, so giebt uns Fig. 15 einen Einblick in die Ver- 
änderung jedes einzelnen Zweiges und in den Zusammenhang 
aller Zweige unter einander. Man gewinnt folgende Tabelle, in 
der 5 = g + ? »; gesetzt ist, wenn t, komplex ist, um dadurch das 
Vorzeichen des reellen und des rein imaginären Bestandteiles zum 
Ausdruck zu bringen. 

z= Ä B' (X) 



^ ksn^ 
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K 1 

^2 = Ä/i -^ + —i — IQC + 
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Nun wollen wir noch zusehen, wie sich die Verhältnisse 
gestalten bei beliebiger Wahl der TeilungsHnien u = c. 
Wir verschieben das System der Parallelen parallel zu sich selbst 
in der Richtung der positiv reellen Zahlen, bis jede Rechteck- 
seite mit der nächsten Mittellinie zusammenfallt. Von der da- 
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durch hervorgerufenen Transformation der beiden Riemann'schen 
Flächen in sich machen wir uns ein anschauliches Bild, wenn 
wir den Vorgang physikalisch deuten. 

Durch die Seite u = — K trete eine Flüssigkeit in . das 
Periodenrechteck und ströme in der Richtung der reellen Zahlen- 
axe durch dasselbe so, dass die Teilchen eines zur Axe der rein 
imaginären Zahlen parallelen Flüssigkeitfadens gleiche Geschwindig- 
keit haben. Mittelst der gegebenen und der transformierten ellip- 
tischen Funktion übertragen wir diese Strömung auf die beiden 
Riemann'schen Flächen. Dabei nehmen wir an, dih algebraische 
Funktion z =f{^ ändere sich von Moment zu Moment in der 
Weise, dass das durch sie transformierte elliptische Integral die 
Bewegung der «?-Ebene so auf die z-Fläche abbildet, dass auf 
ihr wohl eine Strömung in jedem Quadranten, nicht aber von 
einem Quadranten in einen andern statt hat. In der J-F'läche 
spielen die den Parallelen ü = c entsprechenden Siebeck'schen 
Kurven die Rolle von Niveaulinien (Linien gleichen Potentials). 
Wir fassen besonders diejenigen ins Auge, die aus den Flüssig- 
keitslinien hervorgehen, welche mit den vertikalen Seiten und 
Mittellinien der Rechtecke zusammenfallen. Dadurch können 
wir übersehen, wie die Untergebiete der drei Bereiche aufein- 
ander abgebildet werden, wenn die Teilungslinien in der ge- 
nannten Art fortschreiten. — Im Momente «, sei der Bewegungs- 
zustand der in Figur 14, 15 und 16 dargestellte. Nun ziehen 
sich die Kurven auf dem obern Halbblatt der positiv reellen. 
Zahlen und dem untern Halbblatt der negativ reellen Zahlen 
gegen die Verzweigungsschnitte hin zusammen , während die 
Kurven in dem darüber, bezw. darunter liegenden Halbblatt sich 
entsprechend ausweiten. Die Flüssigkeitsmenge, welche längs 
ÄJff von dem obern Blatte nach entgegengesetzten Seiten in das 
untere abfliesst, quillt bei CD' wiederum hervor und verteilt 
sich nach allen Richtungen auf das obere Blatt. Diese Be- 
wegung lassen wir so lange andauern, bis die Rechteckseiten 
an die Stelle verschoben sind, an der sich zur Zeit t^ die Mittel- 
linien befanden. Dieser neue Moment sei t^. Jeder Kurvenbogen 
der g-Fläche hat sich in der Richtung der Stromkurve bewegt 
und sich dabei so umgeformt, dass er mit demjenigen zusammen- 
fallt, der ihm zur Zeit ti inbezug auf die Stromesrichtung be- 
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nachbart war. "Für die algebraische Funktion z heisst das, dass 
sie zur Zeit t^ reell wird, wo sie zur Zeit t^ rein imaginär 
w^ar und umgekehrt. 

In einem beliebigen Momente zwischen t^ und t^ können 
wir den ungefähren Verlauf der Kurven der T-Fläche angeben^ 
welche den vertikalen Seiten der 24 Rechtecke der tr-Ebene 
entsprechen, d. h. wir können die Konturen derjenigen Bereiche 
der t-Fläche bezeichnen, auf welche die genannten Rechtecke 
abgebildet werden, da ja ^ = snw auf den horizontalen Seiten 
stets reell bleibt. Wir sehen, dass die Siebeck'schen Kurven, 
welche zur Zeit t^ senkrecht übereinander lagen, verschoben er- 
scheinen, dass die imaginäre Axe und die Verzweigungsschnitte 
in Kurven vierten Grades übergehen, dass gewisse Rechtecke der 
t^?-Ebene auf beide Blätter der ^-Fläche abgebildet werden u. s. f. 

Betrachten wir die Beziehung der drei Bereiche iCj J 
und z zur Zeit t^. In F'igur 15 sind 3" und 3^" des obern 
Blattes in das untere, 6^ und 6^ dagegen aus dem untern in 
das obere geruckt, l^ie andern Bereiche haben sich zwar ver- 
schoben, sind aber im selben Blatte geblieben. Daraus folgt, 
dass das obere Blatt der z-Fläche das Bild des ersten, 
zweiten und sechsten Blattes der z-Fläche, das untere 
Blatt das Bild der drei andern Blätter der z-Fläche ist. 
Das heisst: 

Wenn die Gerade u = K mit zu den Teilungslinien 
des Periodenrechteckes gehört, besteht eine eindeutige 
Beziehung zwischen einem Blatte der g-Fläche und drei 
Blättern der 2-Fläche. Die algebraische Funktion z{t) 
geht über in eine rationale und heisst: 

(VI) .a--^ 

2 



^ b'i — C^ 
WO 



a = + «n ( Y K\ 



b = -\- 



ksn{}K) 

Wie in diesem Falle die Quadranten der 2- Fläche durch das 
transformierte Integral und durch die Funktion (VI) auf das 
Periodenrechteck und die zweiblättrige Riemann'sche Fläche ab- 
gebildet werden, erkennt man aus den Figuren 14 und 15, wenn 
man bedenkt, dass jeder Bereich sich mit dem ihm inbezug 
auf die Stromesrichtung benachbarten deckt. 
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Wenn wir nicht z und g, sondern z* und g* als die 
Variabein betrachten, so erscheinen die Funktionen (V) und 
(VI), welche die Transformation des elliptischen Integrals zur 
Zeit *j und i^ bewirken, in einer gemeinsamen Form. Quad- 
rieren wir (V) und (VI), substituieren 

lassen aber die Accente sofort wieder weg, so geht (V) über in 
(VI) dagegen in 



2 



(VI') . = l^fir • e- 



§ 6. Verallgemeinerung. 

Nun sind wir imstande, die Lösung der Aufgabe auch 
dann zu überblicken, wenn die anfänglich inbezug auf 
Anzahl und Lage der Teilungslinien getroffenen Ein- 
schränkungen aufgehoben werden. 

Führen wir für die reelle Periode eine Transforma- 
tion Ti'^'*, für die rein imaginäre eine Transformation 
^ten Grades aus, so bildet das transformierte elliptische Integral 
eine (2 • n • wi)-blättrige Riemann'sche Fläche z eindeutig und im 
allgemeinen auch konform auf das Periodenrechteck der Funktion 
K = smo ab. Daher ist die Funktion, welche die Transformation 
bewirkt, z='f{L)^ eine zweiwertige Funktion; ihre Umkehrung 
nimmt in einem Punkte z {2mn) verschiedene Werte an, die für 
die Verzweigungspunkte paarweise zusammenfallen. Wenn im 
besondern die Gerade u = K zu dem Systeme der Parallelen 
gehört, welche das Periodenrechteck einteilen, dann geht die 
algebraische Funktion z in eine rationale über; sie wird ein-, 
ihre Umkehrung (wn)-wertig. Den Parallelen der wj-Ebene, 
welche das Rechteck in 4 • (2 m n) = 8 wm kleinere Rechtecke 
zerlegen, sind auf der ^-Fläche zwei Systeme sich orthogonal 
schneidender Kurven vierten Grades (Siebeck'sche Kurven) zu- 
geordnet , die auf dieser Fläche eine Einteilung in ebenfalls 
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(8 m n) Untergebiete ermöglichen. Nimmt die Schar der Teilungs- 
linien eine der in § 1 erwähnten ausgezeichneten Lagen an, so 
vereinfacht sich die Untersuchung, weil gewisse Siebeck'sche 
Kurven in eine gerade Linie, in ein Paar Doppelstrecken, in 
einen Kreis oder endlich in eine Cassinische Kurve degenerieren. 
Jedem der (8ww) Rechtecke oder jedem der (8m?i) Bereiche 
der zweiblättrigen Fläche t, entspricht ein Quadrant der z-Fläche. 
Die Fragen: Welches sind die Zusammenhangsverhält- 
nisse der 2-Fläche? Welches die gegenseitige Beziehung 
der drei Gebiete der Variabein w^ t, und z? können in 
jedem Falle am einfachsten und klarsten beantwortet werden, 
wenn man zuerst die konforme Abbildung untersucht, die durch 
das transformierte elliptische Integral geleistet wird. Vergleichen 
wir alsdann die Ergebnisse dieser Abbildung mit den Eigen- 
schaften der Abbildung durch das gegebene Integral, so ist 
auch die Beziehung der beiden Riemann'schen Flächen voll- 
kommen aufgeklärt. 

Die Untersuchung kann zwar auch auf rein algebraischem 
Wege geführt werden, denn die betreffende Gleichung z =/(5) 
lässt sich stets durch Wurzelzeichen auflösen. Doch haben wir 
schon in § 2 gesehen, dass die direkte Betrachtung der die 
beiden Riemann'schen Flächen definierenden Irrationalität ziemlich 
schwierig ist. Wir sprechen daher zum Schlüsse den Satz aus: 

Die zwischen z und £ bestehende, durch die Glei- 
chung 25=y(g) gegebene algebraische Abhängigkeit 
können wir dadurch am leichtesten kennen lernen, dass 
wir jede der beiden Variabein als elliptische, also als 
eindeutige transzendente Funktionen einer Hilfs- 
variabeln w darstellen. 



Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich meinem hoch- 
verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. H. Burkhardt, der mir auch 
während der Ausführung derselben in der freundlichsten Weise 
beigestanden hat. Gerne spreche ich ihm an dieser Stelle meinen 
wärmsten Dank dafür aus. 
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